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提要 本文讨论低速稀薄气流 , 《 中圆球阻力问题 在 层中取分子在表面
作 类型反射的壁面条件求解线性 一 一 方程 , 而以 区的匹配渐近展开解为
无穷远处的边界条件 在表面与均匀来流间温差为小量的假设下得到了小 二 数下圆球绕流的
解 除稀薄气体效应外 , 还考虑了惯性效应和分子在表面的反射机制 , 所得的球阻表达为 、
和热适应系数 。 的函数
一 、 引 言
对于与污染问题密切相关的气溶胶性态的研究 , 要求准确知道大气中悬浮的气溶胶
粒子的阻力 , 这引起稀薄气体动力学对低速流动问题兴趣的增长 已有许多工作从线性
玫 一 一 方程 〔‘
·
, 以下简称 一 一 方程 出发 , 研究了各种边界条件
下弱稀薄气体 。 《 对物体 主要是球 的绕流 卜川 , 。 又 。 , 礼 为平均 自由程 ,
‘ 为球半径 所得阻力表达式揭示了 由 , 和适应系数 表达的对 公式【切的修
正 另一方面 , 当 为小量但有限时从流体力学观点用匹配渐近展开法对 公式作
了考虑惯性效应的修正‘卜 文献 则从线性 一 一 方程出发求解 层中的
流动 , 在层外与匹配渐近展开解衔接 , 从而同时考虑了稀薄和惯性效应 , 在壁面取完全漫
反射条件 为了在稀薄和惯性效应同时重要情况下考虑分子反射模型的影响 , 本文将文
献〔 的结果推广到较一般的 类型边界条件 , 即分子在壁面有 。 部分作漫反射 ,
其余部分作镜面反射 , 将圆球的阻力求得为由 、 , 和 。 表达的对 公式的修正
二 、 基本方程和边界条件
在 层中 , 从 一 一 方程出发求解
, 。 。 。 , , , 。 , , 。 一 九一 歹
其中 为速度分布函数 , “ 为分子速度 , 为分子数密度 , , 为 修 正 碰 撞频 率 取
斌丁八 氏韶 。 , 。 一 丫乏天子, 为温度 , 为气体常数 , 下标 代表来流值 , 九
为平衡 分布
。 一 万 了丁 , 、 一 ‘ 一 , 几
其中 为流速 。 在球面上取 类型边界条件 , 同时满足分子在表面无聚集和吸收
本文于 年 月收到
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的条件 对于
、了、、声少,连︼气少了、‘、
, 。 , , 。 。 , , 。 , , 一。 一 一 。 , 。 , 一 , , ,
二 斌丁 , 二 , 一 。轰 轰二
当 ,
这里
时 “ 。 砂。
‘ , ‘ 。 为 口。 在球坐标 , , 方向上的分量
在流速缓慢情况下流动与定常平衡态偏离为小量 , 我们引人扰动分布函数 币
粼 。 币
其中 。 扩全 一护 , 歹, , 。丫 在方程中转换至对 ‘ 无量纲化的球坐标 , 口,
甲 , 再从 犷 变量转换为 变量 刃
, 刀
其中 尤 一 了丁 尺 。 丫丁 。 将 式代人 , , , 对小量作幂
级数展开而仅保留低阶项 , 得到线化的 一 刊 方程和 类型边界条件
价夸, 于二刃
十 价 十 一一些石
刀 卜了而易器 。材幼薰价
、、产了勿只︸了、且、
了是下界 一 结刁会 一协 淤责扯刁剖
一 , “ , 。“ 。卜
· 一 号·
对于
萝, , 币馆。 , 夸, ,阅 一 一 价“ 。 , 一杏, ,二 。二 互, 一 汁二
· , 、 一 价 ‘
其中 夕二 招 , , 为 , 对 , 的偏离
。 , 二 , , 公 , 。 及压力扰动 由下式给 出
。 一 , ‘夸
· 一 , 。 、‘
。 , 。 十 ,
‘
·
一 , 、
产 , ,
在 层中 , 即当 。 刃 , 或 护 一 《 时 , 我们在 为小量
的假设下求解线化 一 一 方程 , 在球面 刃 处满足边界条件 , 当 刃 ”
时 , 令解渐近趋于 区域 成 一 一 中的解
三 、 区域的解
在 区域外 , 即当 犷 一 》 时 , 气流满足流体力学基本方程
·
,
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·
甲 一 甲户 , 甲 , ,
以上方程可以作为 一 一 方程的输运方程而得到 如所周知 , , 引人流函数 价
,
, 一 , 滋护 日 。少 。日, “ , 一 口 。价 。 一
则 自动满足 , 而 可 以写为
占‘必 口 价 口 口 。 一 臼价 口 , 口
。沙 口 一 价 口 占必
而
占, 口 二 滋 口 口 口 口 口口口
·
这里 。 , 为速度比 , 由于 尤。 , 故当 尤。 一 。 , 一 。 。 , 时 , 心
。 与 尺。 有相同的量级 利用 , 区 天 , 一 , 和 。 区
, 今 的匹配渐近展开 , 可将 区的解写为〔 热
沙 一 必。 。 必 矛 价 , 价
这里仅列出 功。和 沙 的表达式
必。 一 , , 一 一 才 。一 , 一 理。 刀。 , 一 夕,
价 一 理。 一 刀。 , 一 一 刀 。 一 一 一 ,
一 才 。 一 理 一 刀。 刀 ,
·
一 尸 一 斗
一 。 一 。 , 一 一 才 。 一 。 一 。 一 。
一 召 一 一 。 刀。 一 才。
。一 理 , 口 一 夕,
其中 。, , , , 。, , 是解方程 所得积分常数 , 不考虑稀薄效应时 , 壁 面 无
滑移给出它们皆为零 在本问题中 , 则应在 区解 一 一 方程及 边界
条件 , , 并使之渐近趋于这里的值 , 从而定出这些常数之值 至于 扔 , 和 必 ,
稀薄气体修正将导至高于要求的精度 。 。勺, 故可利用无滑移条件下的解
当 尤 时 , 从式 , , 可见 , 对 汉 , 才 , 刀 , 刀 仅
需考虑 的一阶项 , 对 。, 。则需考虑 项 , 因而我们可以写
。 劝 , 舒, , 才 。 , 左 才 。 , 刀。一 尺刀 , 尤 , 刀吕幻 ,
召、 尺召至。 , 刀 尺丑尹
利用 , 从 可以求出 。 , 。, 引人 刃 代替 , 刀 , 对于小 刃值展开而
仅保留 项 , 可以得到 “ , , “ 。 的渐近解为
,
, 。。 尺 李琴近 尤“李篡近 , 。近 犬 兮丢近 尺 兮瑞。
其中
黯近 刀石毕 召气。 夕, 一 召 。夕
兮豁近 一 一 吕。 一 刀
。 刁至” 夕 了了二下了
露近 一 , , 。。 舒, 声,
一
,
飞
紧耘近 刀, 习一 台。 刃一过舒, 丫 一 夕,
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四 、 一 一 方程的求解
从 的形式可见 , “ , , “ 。的渐近值不依赖于 丫二 , 在
阶或更小 , 且沿球面为均匀分布而无热蠕动效应 , 则可设
“ , 一 尤 圣。 尺 尸
。 一 梦, 梦,
层 中如 果 二 为
而 , , 则可能依赖于
公
刀
了二 , 可以将它们写为依赖于 丫二
一 。二 ‘。 户‘ ‘ ,
和不依赖于 二 的两部分【
了二 人‘。 ‘ 犬 ‘幻
。二 一 ‘劝 尺 , ‘ 犬 ‘ ,
这样可以将 中分离为依赖于 , 二 和不依赖于 丫 的两部分
币 一 , 二 。 夸 甲‘。 犬 币‘习 犬价‘习
将 及表达式 一 代人基本方程及边界条件 , , 以及宏观条件 一
, 分别收集带有 二 的项和不带 , 二 的 项和 , 项 , 可以得到 。 套 的解以及 。 ,
劝‘ , 尹 的方程 , 边界条件及宏观条件
。 夸 的解
。 杏 参, 一 ,
衬。 的方程及边界条件
夸, 。中‘ 口 , ‘。 ‘ 夸, 一 人‘。
对于 蜜, , 甲 州 , 、 一 砂 如 , 一易 十 可护
材 的方程与边界条件
登, 。价‘。 。, 价‘。 杏, 李 杏。 梦, ‘。 夸, 一 ‘。 一
对于 蜜, , 价‘。 歹 , 夸, , 、 一 一 价‘。 夸。 , 一歹, 。 昂, 一
。尸 , 、
其中
·
一 , 价 · 、 ,
, · 一 。价 · 、 ,
一 价
· 。、 , 一 一 , 一 价 · 、‘
,
,
·
一 一
一
一
尹幻 的方程与边界条件
萝, 。中‘ , 口刃 价‘ , 晏 李, 夸。 梦, , ‘幻 杏, 一 ,
十 丫了二万晶娜〔钾即 一 晶 占功。护” 夸 一 〔夕丫不二万丁 界
一 萝, 夸。 。币‘” 。夸。 〔多萝。 夕了不下 参。萝 。币‘” 。易 一
对于 占, , 价 , , 占。 , 夸, 】, 、 一 一 价‘ , 歹。 , 一参 二舒, 一
“护, , 、 一 一
其中
· 一 ·价 , 。、 , · , 一 。价 、 , 一
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刀 幻 功 、。
, 一 一 一 币 、 ,
,
, 一 一
在对球阻的计算中将发现对于所设的 丫二 满足的条件 , ‘ 将不在 中出现 ,
们在这里只限于求解问题 一 一 一 及问题 一 一 一
一
故我
为了求解 一 一 一 , 首先注意从连续方程 可得 口 。 刃
件 一 得
。 。 盆。 。
这时方程 一 满足边界条件 一 的解为
再从边界条
, 、。 一 〔卜 ,
, 〕于,
。·
,
〕 卜 一” , , 一 , ,一” , ,
。。 一 ‘ 。。份飞 。。 一 , 李 ” 。。 梦
一
’
一 安, 。。
, 、 一
‘。 互 杏 一 丫‘。 却 一 刀 一 萝
, 三乏。 一 兴
“
,
。 梦, , ‘” , 一 ‘” 〕
夸, 夕 ,
一 刀 一 乙 氛 乙
将解 代人宏观条件 一 , 一 , 可以得到 , , 。 , 创。 的积分方程
。琴,人 刃 言 ‘。 刀 , ‘。 刃 ,
了丁“ , , 一 穿 “梦, 。 , 。
斌奋。‘” , 一 。 , 昂, , 穿梦 , ‘” , , ‘” , , 。
了丁 , ‘” , ‘” 。 一 。 , 号, 了。 。 人 。 穿爹 , ‘” , ‘” 。 ,
其中
司
·
, 卜 ,
· 一 , 一 , ,
“ 〔, , ,
,
,
,
, ·
, 一 一 〔 , 一 , 。 〕沙
一 言仗 犷一 君 仗 ,
、 。, , , · 〕一 了, , ‘ 一 , , , 、
、 , , , , 卜 厂
, 一 了
、 〔, , 。 , ·卜 于
一 亡 一 , 亡 亡
〔几 约 君 一 竺 “ 〕
, 一 亡 亡
一
, 三 。 刃 一 ,
君 士 梦 君 刃 〕心
北 二 几 刃 约
由于方程 只包含 “ , 故可对 单独求解 “ 的渐近解的形式 表明 ,
将其写为
可以
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。梦, 一 一 , 了 。芸 , 一 一 月 了了二下牙
其中 ‘丫 为待定系数 , 而 嵘 心 为在 刀 时渐近趋于零的函数 , 因而可将其展 开 为
几 刃 的级数
琴一 艺 艾
,
,
‘ 为待定系数 将 、 式代人 式得到
、 , 身“阵以。一 了拭 , 心 一 ‘ 一《 一
砂几 妇心 一 一 ,
,
,
, 用求矩法 , 即分别用 , ‘ , ,为了求解 确厂 和
以式 斗 , 再对
之, 。 , , ⋯ ⋯
, 。 乘
月 从零到 积分 , 可得确定 。 十 个未知量 ‘了 , 嵘 的线性代数方程组
、、、
,
产
,产斗丈了,月斗月,‘什斗份了、、
毛
‘
。了 , , 。 艺 〔丫丁 ,
, 一 。冷一 一 。 扮 一 一 , ,
耳
成 川
其中
伪吸‘,口沪月乙,犷
、 一 升、
,
‘ 。 。 , 。
。
, 一 心 ,
, 。
, 入
九一 了刃‘ 了,
·
,
, 一 , ,
,
, 、 、 、
殊 一 竺旦共兴巡 , 一 丫两
, ” , 反
‘ 户 ,
—
万 ,
‘
‘ 了 一 , ,
后两个积分可以对于 互 一 , , , 用 法求积分值 这时对于具体的适应系
数 。 之值 , 对于给定的 。可以求解代数方程组 。
,
数值计算给出不同 值下的 月了 值
列于表
比较 “ 解的形式 及渐近表达式 , 可见
沪 议沪 。 ‘了
澎。 , 砂。 对球阻无贡献 , 这里不涉及它们的解
为了求解 一 一 一 , 我们首先注意方程 一 满足边界条件 一 的解可以
写为
功℃。 一 万 一 。 兴 ’ 卜 。分 ,。“犷 。 ,
‘
夸, 】
十 梦 一分 , 丫而如臀 。。箫
力 学 学 年
一 一里一 。 ,
,
,户鱼奥生
‘ 八 刀 雪占 尸
一 萝, 奎, 萝。萝甲
口价紧场
普,
一““
,
。 。 。 一 , 于
月
一
了不不弃‘
〔。
·褚‘ ,
, 、 , 。 , ‘ 、 了一一 万 , 币黔。
晶“岁 奋 十 矿司 少十 戈罗 一 邝少 一火‘夕 十 上 一 一 勃 一万万一
尸
一 粼 卿臀 一 万台“ 一 结刁臀 林
丫 一 月,
晶铆鄂
一 气井““
价 飞。 一 去
’ 一 。, ·户 卜 ,。
·
, 卜 一 卜 。一 钓一
今 」 刀
、 一
十 丫
’
二 尸。。旦髻举 编 十
口户
森今臀 十 一 ,比
·
即 一 , 一 萝, 互,
黯 一 才瑞“
万奇沁鄂
将 训为 的这个解代人宏观条件 一 , 一 , 完成对 杏的积分 , 得到 。 幻 , 褚 , , , ‘幻 , 砂 的
积分方程
了丁 卿 一 。 拓, 。 穿贯 李” , 。一 梦 , ‘幻 , ‘, , , 司
、、,产
,
一口乡︼﹄夕吸、叹一兴势子穿奢〔
“梦, ” , “ ’
丫 一 声‘
斌丁 梦, 穿扩。犷, 。 , 。 一 了二 、 了丁 一 心。 刀
首 。梦, 刀 , 。
斌丁 , ‘“ , 一 。。锡,了。 丫了“ ” , 。 穿盔 , ‘” , 匀 。
, 。
一粤导 、 。
。
,
, 。
丫 一 产
立 了丁 , ‘” 了‘” 刀 一 。 钻, 了。 了 , 一 穿轰 , 尹, , ,
、各 , ‘ , 、 , 丫‘ , , , 。 一 井些井 、去 。梦,
,
一 广
其中
、 「, , ·卜 了, 、 一 ‘一 , , “
。, 。 , , , · , 一 一 〔 , 几 一 , 。 ,、 ,“
一 ‘ , ‘, ‘ 一“ , “, , “
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、 , , ·卜 。一 ,一 , 卜 。 厂, , 、
丫梦 刀 , , 亡 乙 一 竺, 亡 奋
‘ 【, , , , · , 一 一 “ 一 ,‘ , ,‘ ‘一 , 了, ,‘
一 刀 竺 乙 乙
多 〔‘ ”’, ·‘一
丫鑫 刀 , , ,
。
, 、 一 ‘一 , “ “, “
“ , 一 粤 ,一 、。 、
乙 」
产‘
一 竺 互 一 全
沙
丫 。, 二 一 了一 , 二 , 、 一 于,竺 ,
丫 〔, 刃 , ·卜 完一 ,
。
,
‘ 一 ‘一 了、
君 妇心
空指 刀 , , ,
’丁 , 工 人 十 粤 、 飞澎
贬 」
卜 。 一 , 了 君 十 粤,卜 粤践、、 、
艺
、 〔, , , 卜 一 , , ,一 , 卜 · 〔,
乃 了约心
而 。 , , , , 了竺由 , 式给出 “黔 , 嵘 , 满足以上积分方程 , 其渐近解有式 ,
形式 , 我们可以将其写为
户 刀 ‘丫 刀 汾 “犷甘 刀 夕, ,
梦, 一 , , 了 。 一 了 。
· 。 丫不不
, 。
其中 “尹 , “忿满足 ” , 时渐近趋于零的条件 , 劣 与 电习犷 根据 式代替了 尹 与
沪 由于 仅包含 “罗为未知函数 , 可以对其单独求解 将 “驴的表达式 及
以及 诸 , 的表达式 代人式 , 经较复杂的运算 , 可以将式 写为对 “扩 的
方程
了丁 芸 , 一 穿萝, “苔, ,
, 。 了 一 。 一 了 一 。 ,
￡了 一 , 刀 一 几 , 一 ‘龙 一 。 ,
一 ‘一 ,“ , , 一“二 息
·
,一 。 , 一 , ‘一 了
一 , 竺 一 君 “答约 么
可将 心 对 。 刃 展开
。忿毋 , 习 ’
·
,
,
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其中 嵘扮 为待定系数 为了解方程 , 从中定 出 个未知量 确了 和 嵘 , 仍用求
矩法 , 即将 两端各乘以 , ‘ , ⋯ , 二 并对 刀 从 。到 积分 注意 , 芸 ,
已展开为 , 刃 的函数 , 而 心卜力犷 已在解 〔 时定 出 , 我们得到对 ‘月犷 和 召护 的
联立代数方程组
生 、 一 且 一 、爪 一 。 , 。 夕 。护。嵘
石二毛
一 。 殆 一 丫丁
, 一 了丁 艺
。 、一 了
一 , 一 一 , 力厂 一 。 , , 一 “ ,
一 。 艺 忿 兮
。
, 一 律 , , 一 履, , 簇 续 ,
对于不同的 。 值 , 在一定的 下利用解 时所得的 ‘自厂 和 。竺的结果 , 可以求解
以定出 肉厂 和 。 之值 数值计算给出的 几力 值列于表
,
为了求解 “尸 , 可以将积分方程 对 刃微商 , 再利用 劝 即可将 砂 , 澎幻 从方程
中消去而得
、了尹
,‘︸‘、、了丁掣一 , 竺一
一 甲 ’心
口刃 丫 一 尸 “。
利用方程 , 可以将 改写为
了丁掣一 , 里 丫孔 一 一
。 一几 ’
吻 丫 一 口
在 。 、 斗 中丢掉 。 项 , 代人 , 对 刃 积分可得
·
,
,
, 一 , , , 、 , ‘ 一 , 鑫
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五 、 球 的 阻 力
当温度沿球面为均匀且 二 成 时 , 利用动量守恒定律 , 取在较远处包围 球 的
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但两种方法中粘性系数 产 的表达式不同 本文中对 方程中的 碰 撞频率 作 了 修
正 , 以使 一 斌了云不万天于 , 而 中用未修正的 模型 , 所得 的表达式
为 了百三 斌丽‘ 这样当用 , 为基本的量来表达 与 及时
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曾根良夫等 还得到了球在完全镜面反射条件下的阻力
。面 , 产 友
用本文的方法 , 令 。 一 。得不到 的结果 , 因为这里假设 为有限 , 而 与 为小量
青木一生等〔川不考虑惯性得到了小 下球阻表达式 , 且满足 渐近条件 分析 价 ,
均为小量时解的渐近行为 , 以得到满足 渐近条件的解将是有趣的
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